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Subiectul I

a) Demonstrati ca numarul V4" + 9" este irational pentru orice numar natural n.

Solutie

Pentru n numar par nenul, U(4™ +9") = U(6 + 1) = 7, iar pentru n numar impar U(4" +9") =

TU(A 4 9) = Bttt ettt ettt ettt et e b et e b e a ekt te st s b et e b et e ebeeteeaeeteeseentent et e ereeae e op
Numerele naturale care au ultima cifra 3 sau 7 nu sunt patrate perfecte, deci v4" + 9 este irational pentru
orice NUMAT NALUTAl NENUL........ooiiiiiiiiieie ettt e e e e e tb e e esaseeeaseesnsaeeensaeeennns 3p
Pentru n=0, numarul V4% + 99 = /2 este irational.............cooveveveveieeeeeeeeeeeeeeeeeee e Ip
o . ab bed d . dab
b) Determinati numerele reale nenule a, b, ¢, d daca % = 20, % =2, cTa =6si % = 15.

Solutie

Din 22 222 2. 22 = 3600 = (abed)? = 3600 € [aDCA] = 60.....ovcrrsercrsorrrsorrsosrrn 2p

abcd = 20d? = abed > 0, deCi ADCA = 60......eeeeeeeeeeeeeeeeee oot e e e e e e e e e e eer e e e e e e e e e eeeeeenennas 2p
Din 2a? = 6b? = 15¢? = 20d? = 60 = |a| = V30, |b| = v10,|c| = 2,|d| = V3eeeeeoeeeeeeeeeee. 2,5p

Produsul abcd fiind pozitiv rezultd ca numerele a, b, c, d fie au acelasi semn, fie doua dintre ele sunt
pozitive si celelalte doud sunt negative. Sunt 8 solutii: (\/@, V10, 2,\/5), (—\/%, —V/10, - 2, —\/§),
(v30,4/10,-2,—v3),  (¥/30,-v10,2,—v3),  (¥30,—V10,-2,v3),  (—V30,—V10,2,V3),
(—V30,V10, = 2,v/3), (—V30,VI0, 2, =V3)ervoeeerrrreeeieeeeeeeesiseeeeeesssseesssesss s 6p
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Subiectul 11

Fie multimea A = {1+ 4v2,2+4v2,3 +4v2,..,10 + 4v/2}. Determinati multimile B si C care
indeplinesc simultan proprietatile:

a) BUC=AsiBnC=0.

b) C are doua elemente.
¢) Raportul dintre media aritmetica a elementelor multimii B si produsul elementelor multimii C este

egal cu %.

Solutie
Suma elementelor din A este egald cu 10 - 11:2 4+ 10 - 4v2 = 55 + 40V2....ooovoivoivceeeeeeees 4p
C = {a,b},B = A\ C; suma elementelor din B este 55 + 40v2 —a —b si din ¢) rezulta ca
AD @ D = 55 A A0V Z oot 4p

a=x+4V2,b=y+4/2 si x,y€{1,2,..,10},x #y. Din (X+4\/§)(y+4\/§)+x+4\/§+y+

+4v/2 =55+ 40V2 rezulti xy + X +y +4V2(X+Y) = 23+ 32V2 oo, 8p
Din x si y numere naturale, iar V2 irational, egalitatea are loc numai daci xy + x+y = 23six+y = 8,
adicaxy = 15six+y = 8. Obtinem {X, ¥} = {3,5} . icioiiieirieeeeeee e 4p
Multimile sunt C = {3 + 4v2,5 4+ 4v2} $1 B = A\ Cevvervorereeeriieeeeeeeeseese e 2,5p
Subiectul ITI

Consideram paralelogramul ABCD, punctul M situat pe latura CD si dreptele AM si BC care se
intersecteaza in punctul N.

o 1
a) Aratati ca A, + Ag,c = E'AABCD .

b) Demonstrati ca triunghiurile DMN si BMC au arii egale.

Solutie
d(A,DC)- DM d(B,DC)-MC
a) A, = ( ) s Ay =¥ ................................................................................. 3p
2 2
Cum AB paraleld cu CD, rezultd cd d( A, DC) =d (B, DC) ccccueeeeieeeieeeeeeeeeeeee et 1,5p
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d(A,DC)- (DM +MC) d(A,DC)-DC 1
Ay + Agye = ( ): = A pip e 6p
2 2 2
d(N,AD)-AD 1
D) Ay T = A g e 6p
2 2
Cum A4,,,, +Agyc = Ay S Ay = Aypys + Apyyy > obtinem Ay = Apyeoeoeoeeiiii 6p
Subiectul I'V

In triunghiul isocel ABC cu AB = AC, punctul D este mijlocul laturii BC si punctul M este mijlocul lui
AD. Punctul E este simetricul punctului B fata de M.

a) Demonstrati cda ADCE este dreptunghi.
b) Daca N este piciorul perpendicularei din D pe BE, demonstrati ca unghiul <ANC este drept.

Solutie

a) ABDE este paralelogram intrucat diagonalele lui se injumatatesc. Laturile AE si BD sunt paralele si

00 470 1S3 1 P 4p
AE s1 CD sunt paralele si congruente. Rezultd cd ADCE este paralelogram.....................oooient. 2p
AD este mediana si Indltime in triunghiul isoscel ABC cubaza BC.............c.oooiiiiiiiii.. 2p
ADCE este un paralelogram cu <ADC = 90° = ADCE dreptunghi................ccocoviiiiiiiiiiniiinn. 2p
b) Fie F punctul de intersectie al diagonalelor dreptunghiului ADCE. F este mijlocul diagonalelor si
A CEDE . 4p
NF este mediani in triunghiul dreptunghic DNE cu <DNE = 90" = NF = % = % ........................ 4p
NF mediana in triunghiul ANC si NF = % SIANC = 90" oo 4,5p
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